3aTuxBaly U MPUHYIEHU TPENTEHUSI — OCHOBHU XaPAKTePUCTHKH, YPABHEHUS HA
ABMKEHUe, TU(epeHInaTHU YpaBHeHus. PesoHaHc.

3aTuxBany TpenTeHus

B peannute TpenTsiM cUCTEMU BUHATU JEHCTBAT HAKAKBU CHUJIM HA TPUEHE M CHIIPOTHUBJICHHE HA CpejaTa.
ToBa BoaM 110 MOCTENEHHO HaMasBaHE HAa MEXaHMYHATa €HEprus Ha TPEnTsllaTa MaTepuanHa TOdYKa, a
CJIEJIOBATEIHO U JI0 HaMaJsiBaHE HAa aMIUIMTYJlaTa HAa TPENTEHUsTa C TeUCHUE Ha BpeMmeTo. B 3aBucumMocT ot
CHJIUTE Ha ChIIPOTUBIIEHHE, CJIE]l ONPEENIEHO BpEMe TPEITEHETO ce MpeKpaTsaBa. TpenTeHus, YusiTo aMILIuTyaa
HaMajsiBa C TEYEHUE Ha BPEMETO CE€ HapUyaT 3aTUXBAIM TpenTeHus. Te3u TpenTeHus He ca HUCTUHCKHU
MEePUOANYHN JIBIXKEHHS, 3al[OTO TPENTALIOTO TAJIO HE NMpPEeMHHAaBa Mpe3 paBHU HHTEPBAIM OT BpeMe Ipe3
€/IHaKBU CBHCTOSHUSA (MAaKCUMAJIHOTO OTKJIOHEHHE BCEKHU ITBT € MO-MAJIKO OT IPEIXOHHS), HO YPAaBHEHUETO UM
Ha JIBI)KEHHE € CXOJIHO C TOBA HA XapMOHMYHUTE TPENTEHUSI U MOXEM YCJIIOBHO JIa T HapriaMe NEepUOIUYHH,
aKo Koe(pUIIMEeHTHT Ha TpUEHE (WU ChIIPOTHUBIICHUE) HA CpeAaTa € MOCTosiHeH. Buasixme, ye ypaBHEHHUETO Ha
IBUKCHHE € pellieHhe Ha TU(EPCHIIMATHOTO YPAaBHEHHWE HA TPENTEHETO, T.€. IbPBO IIe TPsOBa Ja MOTYyIHUM
nudepeHlnaTIHOTO ypaBHEHHE Ha 3aTuxBailoTo TpenrteHe. llle ro moiaydum OTHOBO OT BTOpHS MPHUHIMI Ha
HroToH, kaTo mak pasrjiexaame MpyKHHHO Maxano. B To3u citydait ocBeH Bb3BpbIamara cuiaa F =—kx, Ha
TAJIOTO JCWCTBAa M CHJIa HA CHIIPOTHUBIICHUE, KOSATO € HacO4YeHa OOpaTHO Ha IMOCOKAaTa Ha JABMXKEHUE U TpU
MaJIKi CKOPOCTH 3aBHCH JINHEHHO OT cKopocTTa — F, =—1Vv (I e KoepuuueHTsT Ha TpUEHE (CHIIPOTUBIICHHE) HA

cpcaara U npeamnojaramMe, e € HOCTO)IHGH). Karo n3non3Bame IIPpUHIMIIA Ha CYNICPIIO3nIuATa, 3a YCKOPCHUCTO
Ie MoJIy4YnuMm:

M KaTO OTYETEM, Y€ CKOPOCTTa € IbpBA NPOU3BOJHA, 4 YCKOPCHUETO — BTOPA IIPOU3BOJHA HA KOOpAMHATATa X
10 BpEMCETO, LIC NOJIYIUM ,Z[I/I(bepeHI_[I/IaJ'IHOTO YPaBHCHHUC HA 3aTUXBAIIOTO TPEITCHE.

d*x dx
(1) —+2B—+w;x=0, X
dt dt
r AO 1 —pt
karo B (1) cme monoxunu otHomeHuero — =203, B A Age
m _
x =e " cosmt
JAVI Y SR S
ce Hapuya KOS(HIMEeHT Ha 3aTHXBaHE, a MW, =,|— €
m

T.Hap. coOcTBEeHa KpbroBa 4e€CTOTa Ha TPCITCHETO

T T T T 1 1
(Kp’bFOBaTa YCCTOTa HA XapMOHUYHOTO TPCUTCHE, aKO \/ \/ \/I -t

HsMa CHUja Ha TPUEHE) — TOBa € ChllaTra Kpbrosa
4ECTOTa, KOSATO MOJIYYHXME 3a XapMOHUYHO TPENTEHE.
Buxname, ye (1) cbuo e JIMHEHHO XOMOTE€HHO N
ypaBHEHUE OT BTOpH pea. Pemennsara my ca: |-

x =A™ cos(wt +¢) Ao 4

@ x=Ae " sin(wt+¢) Pur 1

U CBINO 3aBUCAT OT JBE MPOHM3BOJIHH KOHCTAHTH — Ag M @, KOUTO CE€ ONPENeNAT OT HAYaIIHUTE YCIIOBUSI.
Buxname, ye BUABT Ha (2) € ChIIUAT, KAKTO HAa YPAaBHEHUETO Ha JIBWKEHHE Ha XapMOHHUYHOTO TPENTEHE, aKo
npuemem BenmuuHata A= A€ ™™ 3a mpomennuBa ammiuTyna Ha TpenrteHeto. Twil kaTo €' e HamansBamia
GyHKIWS, aMIUIATYIaTa MPH BCSIKO TPEMHHABAHE TPe3 TOJI0KEHUETO Ha MAaKCUMAJTHO OTKJIOHEHHE C TeUCHHE
Ha BpeMeTo mie ObjJe Bce Mo-Majlka OT HayalHaTa CH CTOMHOCT Ag. 3aBucuMocTTa (2) € ypaBHEHHETO Ha
JIBYDKEHUE Ha 3aTHXBAIO TpenTeHe. [ padukara Ha ypaBHEHHETO Ha JIBW)KCHHE Ha 3aTHXBAIIO TpenTeHe (2) e
npeacTraBeHa Ha ¢wur. 1.

OCHOBHUTE XapaKTEPUCTHKHU HA €IHO TMPUHYICHO TPEIITEHE BeUe ca YeTUPH — OCBEH HadaHaTa aMILTUTY/Ia
Ao, HavanHaTa (aza ¢ U KpbroBara 4ecToTa , TPSAOBA /1a 3HaeM U KOePHUIIMEHTHT Ha 3atuxBaHe . Hauannara
amruTya Ag U HavanHata (aza @, ChUIO0 KAKTO U NMPH XapPMOHUYHUTE TPENTEHHS, 3aBUCAT OT HAYAIHUTE
yCIIOBHS, 8 KOCQHUIIMEHTHT Ha 3aTHXBaHe B — OT KOSUIIMEHTHT HA TpUEHE I' 1 MacaTa Ha TsutoTo M. Kpbrosara
YecTOTa Ha 3aTUXBAIIUTE TPENTEHUS M, 33 Pa3jiuKa OT XapMOHUYHHUTE TPENTEHUS, BeUe HE € XapaKTepUCTUKa
caMo Ha TpENTSAIIaTa CUCTEMA, a 3aBHCU M OT cpelaTa upe3 KoepHuIMeHTHT Ha 3aTuxBaHe . CtoifHOCTTa U
MOJKE J1a C€ MOJIYYH KaTo 3aMeCcTUM X OT (2) (1 mpou3BogHUTE MY) B (1) U pernm nojiy4eHoTo ypaBHEHHE:
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U BIDKZIaMe, Y€ @ € [I0-MaJIka OT COOCTBEHATa 4eCTOTa (.
Ille neduuupame 1 nepron T Ha 3aTUXBALIUTE TPENTECHUS KATO BPEMETO MEXAY ABE IPEMHHABAHUS IIPE3

PaBHOBECHOTO IIOJIOXKCHUE!

T_2n__ 2n

o o —p

Buxname, 4e T e mo-roisiM oT nepuoja Ha HE3aTUXBAILUTE TPENTEHUs [, = 2_n’ HO aKo 3 << ®,, IOYTH HE ce
00
OTJIMYaBa OT HEro.
OTHOIIEHUETO Ha JBE ChCEIHU AMIUIMTYIU (aMIUIMTYIUTE IIPU JBE MOCIEA0BATEIHN IPEMUHABAHUS IIpe3
MaKCUMAaJTHOTO OTKJIOHeHHe (¢ur. 1), BpeMeTo MeXIy TAX Ce pasjiuyaBa C €IWH Nepuo] 1) € MOCTOSHHA
BEJINYMHA, KOSITO 3aBUCH CaMoO OT Koe(uIleHTa Ha 3aTUXBaHe B ¥ nmepuosT T:

H_ A g

A Ae™

A _ Ae™ _ QBT

A, A)e_ZBT
n Ce HapI/I'-Ia I[ereMCHT Ha 3aTHUXBAHC. HaTypaJIHI/IFIT HOFapI/IT’I)M oT I[CerMeHTa Ha 3aTHUXBAHC CC HapI/Iqa
JIOrapUTMHUUYCH JCKPCMCHT HAa 3aTUXBAHC!

S=Ine’" =pT
U1 CBIIO € €aAHA OT OCHOBHUTC XapaKTepI/ICTI/IKI/I Ha peaﬂHI/ITe (3aTI/IXBaHII/I) TpeHT?[HII/I CUCTCMMU.

IIpunynenu TpenTreHus

Enno 3aTuxBamio TpenTteHe MoXe J1a ce MPEeBbPHE B HE3aTHUXBAI0, aKO IMpeIaBaMe Ha CUCTeMaTa CHEeprus
OTBBH, KOSTO Ja KOMIIEHCHpA 3aryOHWTe BCIEICTBHME TPHEHETO W CHIPOTUBIECHUETO Ha cpelara. TakoBa
TpenTeHe ce Hapuya MPUHYACHO TpenTeHe. Ta3u eHeprus ce mpenaBa 4pe3 U3BbPIIBAHE HAa paboTa OT HIKAKBA
BBHIIIHA cuia. Thi KaTo paboTara Moxe Ja ObAe MONOKUTETHA WM OTPUIATeNHA B 3aBUCUMOCT OT IMOCOKaTa
Ha cujlaTa ¥ MPEMECTBAHETO, aKO C€ OMUTaMe Jia MpeaaJeM eHeprus B HEMOAXOSI MOMEHT (cujiaTa JeiCTBa B
Mocoka, oOpaTHa Ha MPEMECTBAHETO Ha TPENTALIOTO TSIIO B JAJACHHUS MOMEHT), MOKEe Ja TOCTUTHEM oOpaTeH
e(heKT — BMECTO J1a TIpeAaieM, J1a OTHEMEM eHeprus oT cucremara. Cie0BaTeIHO HE MOXKEM JIa MPeIU3BUKaMe
MPUHYIEHU TPENTEHHs C MOCTOSTHHA CUJIa — TS JECTBAa BUHArM B €/IHA MOCOKA M IMPE3 YacT OT BPEMETO IIE
OTHEMa E€Heprusi oT cucremara. [IpuHyIeHO TpenTeHe ce OCBIIECTBsABA, KOTaTO HA €HAa TPENTAIla CHCTeMa
neiicTBa mepuoanyHa cuia Hamp. Fcoswt. [Tox aeilicTBue Ha Ta3u MepuoOAUYHA CUJIa CUCTEMAaTa 1€ 3alovHe Ja
TPENTH ChC ChIaTa YECTOTa, C KOSATO C€ MPOMEHs cuiiaTa (ciie MbpBOHAYalleH MepHo/l Ha "CUHXpOoHHU3aIus"),
THU KaTO Taka Ie MpueMa €HEprusaTa B MOAX0AdIIrs MOMeHT. [{udepeHnaiHoTo ypaBHEHHE 1€ TTOJIYYHM OT
BTOpHUS MpHUHIMI HAa HIOTOH, KaTo OTYeTeM U JCWCTBUETO Ha BHHIIIHATA IEPUOANYHA CHIIA!

n E
T

r F
=——X——V+—cosot,

m m m m
d?x dx
(3) F'FZBE'FOJSX: f cosmt.

F
Osnauwim cme oTtHouenuero — = f 3a ONMPOCTABAHC Ha 3alluCa HAa YPABHCHHUCTO. ToBa € HEXOMOI€HHO
m

nudepeHlaTHo ypaBHEHHE W PELIEHHEeTO My c€ IojlyyaBa KaTo cyma OT OT OOLIOTO pelleHHe Xo Ha
XOMOTE€HHOTO ypaBHeHue (1) u enHo yactHo perneHue X; Ha (3). Hue 3Haem o6moTo pemenue Ha (1) — ToBa ca
byukiun ot Bua (2). MoxeM a cu u30epeM 3a Xo Hamp.:

(4) X, =Ae T cos(o't+9¢'),
Katoc ' = «/(x)g —B? u @' cMe 03HAYMIM KPBIoBaTa YeCTOTA M HayaaHaTa (ha3a Ha 3aTHXBANIOTO TPENTEHE, Thil

KaTo T€ MOXKE J]a C€ pa3InyaBaT OT KPhroBaTa YeCTOTa M U HavyaimHaTa (a3a ¢ Ha IPUHYICHOTO TPETTEHE.
OcraBa na HaMepuM €JHO YacTHO pelieHwe Ha (3), T.e. pelleHHe, KOETO HE ChAbpkKa MPOU3BOJIHU
koHcTaHTH. llle ro ThpcuM BBB BHUAA:



(5) X, = Acos(ot—9).
TpsiOBa 1a HaMepuM TakuBa CTOMHOCTH Ha A U @, Ipu KOUTO ce yaoBierBopsBa (3). llle mocTbnum KakTo mpu

OTIpe/ICNITHETO Ha KPbroBaTa YECTOTa Ha 3aTHUXBAILUTE TPENTEHUSI — II€ 3aMECTUM X U MIPOU3BOJHUTE MY B (3) U
1II€ c€ ONUTaMe Ja PELIUM IIOJyYEHOTO ypaBHEHUE:

?j—);l =—wAsin(ot—¢)= coACOS(oat -+ gj

d?x,
dt?

=—w’Acos(wt —¢)=w’Acos(wt —¢+n)

(6) w’Acos(wt—@+m)+ ZBoaAcos(mt —@+ g} +;Acos(ot—¢)= f cosot .

[Tomy4yenoTo ypaBHeHue (6) UMa BUJ HA cCyMa OT XapMOHHWYHM TPENTEHUS B €HO HalpaBjieHUe. 3aTOBa € Hail-
JIeCHO Jia ObJatT ornpenesneHd A U @ OT HEro upe3 BeKTopHa auarpama (¢ur. 2). TpeTusT 4wieH Ha cyMmara uMa
ammuTyna oA U HauanHa (asa —@, CJIEJOBATENHO BEKTOPHT CKIIOYBA BIBJI ( ¢ ocTa X MO MOCOKA HA

YaCOBHHMKOBATA CTpeiKa. BTOpUSAT 4ieH Ha cymara € OTMECTEH OT TpeTHs Ha brbji (+m/2) U uMa aMIUIUTyaa

2BwA, a IBPBHAT € OTMECTEH CIPAMO TPETHs Ha BI'bM (+1T) W MMa aMIuuTyAa @°A. Cymata OT TpUTe BEKTOpa

TpsiOBa Jia 1aBa BEKTOPBT OT JAscHarTa crpaHa Ha (6) ¢ ammumtyna f u Hayanna ¢asza 0. OT BekTopHaTa quarpama
(¢wur. 2) cnenpa:

2

pe_ P

T2

m

=(0f o) A+ 40N Y
F

(1) A=

m\/((oé —’ )2 +4B%w? 2o A/

a 3a bI'bJia @ IIoJIydaBaMe:

tanp = —22[3 © 5
0y — O ' <
FAN
(8) p=arctan % : ®
Wy —O®

Taxka, xkato 3amectum (7) u (8) B (5), YacTHOTO pelieHre MPUIO0OMBA (COS —o’ ) A
BHJIA!

F 2B

9) x = cos| mt —arctan ,
m\/(mg 2 )2 4 420 ) — ¢ur. 2

a o0mioTo perieHue Ha (3), T.e. ypaBHEHUETO Ha JBMKEHHE HA MIPUHYJECHOTO TPEITEHE, 1€ OJyYuM OT cymara
Ha (4) u (9):

F 2B

(10) x=x,+% =Ae ™ cos(w't+¢")+ - cos| ot —arctan——

m\/(cog —032) +4B%w’ W —®
TpsiOBa na otOenexum, 4de mbpBUAT uwieH Ha (10) HamansiBa MHOTO
O0Bp30 (BpemeTo 3a "cuHXxpoHHU3aIus'"), cles KOeTO caMO BTOPHST YJIeH
OKa3Ba BIIMSIHME, T.. Ha IPAKTHKA MPUHYAEHOTO TpPENTEHE OT AaJeH
MOMEHT HaTaTbK € XapMOHUYHO TPENTEHE C KPbroBa YECTOTA paBHA HA
KpbhroBaTa 4eCTOTa M Ha BbHIIHATA cuja U amrutatyzaa (7) (¢ur. 3).

Pe3onanc

Buxname (7), ue aMImMTyaaTa Ha OPUHYIEHOTO TPENTEHE 3aBUCH

OCBEH OT TOJIEMUHATa Ha BHHINHATA cwia (HeiHata amrumtyaa F) u ot

¢ur. 3 yecToTara ( Ha BbHIIHATA cuia. TOBa O3HAYaBa, Ye TPU €IHA U ChIIA
amruuTya F Ha BpHIIHATA CHJIa, IPU OTpE/IeieHa YeCTOTa € Bb3MOXKHO yBeJIM4aBaHe Ha amruiuTyaara (7) Ha
IPUHYJIEHOTO TpenTeHe. Ta3u yectora, MpU KOATO CUCTEMaTa Hai-JIECHO OTKIMKBA Ha BHHIIHO BB3/CHCTBUE,
ce Hapu4ya pPE30HAHCHA YECTOTa My, a SIBICHUETO, NP KOETO aMIUIMTYyJaTa Ha TPUHYACHOTO TPENTEHE ce
yBeJIM4aBa MHOTOKPATHO MPH ONpeIeNieHa YecTOTa (B UICATHHS CIydaid, TPH OTChCTBUE HA CHIIPOTUBIICHHUE HA




cpenara — 110 Oe3KkpailHOCT), ce Hapuya pe3oHaHC. Pe3oHaHCHATa YecToTa @y MOXEM Jla HaMepuM Karo
ompeaeIuM MakCUMyMa Ha amrututynata (7), uusato rpaduka 3a pa3iiuHd CTOWHOCTH Ha [ ¢ moka3aHa Ha (Qur.
4, B 3aBUCHUMOCT OT 4YecTOoTara @, T.e. MUHMMyMa Ha BeJIMYMHATa IMOJ KOpeHa B 3HameHarens. TpsOBa ma
OTIpeIeNTUM ITbpBaTa MPON3BOHA HA Ta3W BEJIMUWHA 110 M U Aa g pupaBHUM Ha 0:

~4(0; —’ - 28 Jo=0.

ToBa ypaBHeHME MMa TpU KOpeHa: oon;i,/oog—ZBz .

[IbpBUAT OTroBaps Ha MakCcUMyM (MOKE J1a ce IMPOBEpPHU
4ype3 BTOpaTa MPOM3BOHA) Ha MTOJIKOPEHHATA BEJINYMHA U
ClIeOBaTeTHO ~ MHHMMYM  Ha  aMIUIMTyJara, a
OTPHLIATEIHUAT KOPEH HsAMa (pU3NYecKH CMHCHI. Taka 3a
pEe30HaHCHATa YecTOTa Ha NPUHYAEHOTO TpENTEeHE ;
[10JIy4aBaMe: :

(11) O, :\/mg _ZBZ ) ﬂ

a 3a CTOMHOCTTa Ha aMIUIUTyAaTa A, IIpU pe30HaHC, KaTo
3amectuM (11) B (7):
F

(1) A=—F—. F
2Bm,/w§ —p? M

Ot (11) cneaBa, 4ue pe30HAHCHATa 4YECTOTAa @y €
BUHArM TI0-MajJKa OT cOOCTBEHaTa 4YecToTa ®p Ha
TPENTEHETO U HaMalsiBa C yBEJIMYaBaHE Ha KoeuimeHTa
Ha 3aruxBaHe [ (pur. 4). Axko KOCPUIMCHTHT Ha
@y
J2
HaOJII0/1aBa MPH HUKAKBa peajiHa 4ecToTa (HsAIMa MaKCUMyM Ha pe3oHaHCHaTa KpuBa). ChIOTO € BaJIHIHO U 32
(12) — ammuTyaTa Ipy pe30HaHC € TOJIKOBA MO-TONAMA, KOJIKOTO € mo-Mainko B (dwur. 4) u mpu 3>, cTaBa

A

B6> > >B3>B2>ﬁ1>0

¢ur. 4

3aTUXBaHE € MHOro rojsM (3> , Ps Ha ur. 4), u3paszwT (11) craBa MarnHepeH, T.e. pe30HAHC HIMA J1a ce

UMaruHepHa, T.e u300mo Hsama tpentene. Ot (11) u (12) ce Bmxkma cwino, ye B wacannus ciydait (f=0)
pEe30HaHCHATa YeCcToTa @y € paBHAa Ha cOOCTBEHAaTa 4ecTOoTa Ha CHCTeMara, a pPe30HAHCHATa aMIUIUTyna A,
KJIOHU KbM O€3KpaitHOCT.

[IpencraBenuTe Ha ¢ur. 4 pe3oHAHCHU KPUBM Ha aMIUIMTyAaTa A Ha NpUHYAEHOTO TpenteHe (7) oT
YyecToTaTa @ Ha BBHIIHATA CHJIa MOTBBPXKJIABaT M3BOJMTE, KOUTO HampaBuxMme Npu aHanuza Ha (11) u (12).
Bmxname, de KOJIKOTO € TMO-MaiKo [3, TOJKOBa MO-BUCOK M IMO-OCTBP € MaKCHMyMbT (pe30HaHCHATa
aMIUTUTY/1a), a TOJIOKEHHETO MYy @y MO0 OCTa ® (pe30HaHCHATa YecToTa) Ce M3MeCTBa MO-HAJSCHO U Ce
no6nmKaBa 10 coOCTBEHaTa 4YecToTa Ha TpenTeHeTo @p. OT (ur. 4 MokeM /1a HalpaBUM OIIE HAKOJIKO M3BOJA.

2
0

TOBA € OTKJIOHEHUETO, KOETO MOJIydyaBa ccTeMaTa MpH nocrostHHa cuiia (korato @=0 cunara FCoswt He 3aBucu
OT BpeMeTo t 1 He MOXKe Jja IpeIu3BUKa PUHYIEHO TpenTeHe). KoraTo yectorara @—»00, BCHYKH PE30HAHCHU
KpUBU aCUMITOTUYHO KJIOHAT KbM HyJa (7) — cujara ce mpoMeHs TOJIKOBa Obp30, Ue cucTeMara HsimMa BpeMe Ja
pearvpa Ha Bb3JCHCTBUETO.

SIBneHunero pe3oHaHC (MpU MEXaHWYHU, E€JIEKTPOMArHUTHU M JIp. TPENTEHHs]) HaMHUpa MHOIO IIUPOKO
IIPUJIOKEHUE B TEXHUKATa W IPAKTUKATa HAIp. IIPU HACTPOMBAHE HA PaJUONPUEMHHUK WM TEIEBU30pD Ha
OIIpezieNIeHa YeCTOTA.

N FF
Koraro gectorara @—0, BCHUKM pe30HAHCHH KPHUBH KJIOHSAT KbM €IHA M ChIIa CTOMHOCT — = (7) -



